LES REPRESENTATIONS PLANES DE
L'ELLIPSOIDE

Introduction1

Afin de représenter sur un plan (la carte) une surface non réglée (la surface terrestre),
la représentation cartographigque de tout ou partie de cette surface terrestre implique
le choix d'un modele géométriqgue ou mathématique de "projection” minimisant les
deformations ou altérations des objets situés sur cette surface. Les mathématiques
montrent que plusieurs solutions existent, répondant chacune a un ou plusieurs
criteres différents. Les cartographes, espiegles de nature, les ont toutes essayées.

Mais bien avant la démarche “géodésique”, puisqu'on estime qu'elle a débuté 2 000
ans avant J.C., la cartographie était déja confrontée au probléme de la représentation
sur une surface plane (la carte) d'une image du monde sphérique. Certes, cette
technique s'apparentait a l'origine plus au dessin d'apres nature qu'au releve
topographique, car essentiellement destinée au report approximatif de points de
repere et de routes pour les marchands ou voyageurs dans I'Antiquité. Et, tres tot la
encore, le recours aux mathématiques jeta les bases de la cartographie moderne.
Ptolémée établit au début du 2° siecle (environ 120 aprés J.C.) une carte du Monde a
partir de la conversion des latitudes et longitudes en coordonnées métriques planes.
Les représentations planes (ou projections cartographiques) étaient nées. Depuis,
utilisant les connaissances apportées par la géodésie, les mathématiciens cartographes
ont défini bon nombre de représentations terrestres dont la plus célébre restera sans
doute celle de Mercator en I'an 15609.

Le nouveau décret et I’arrété definissent pour les différents territoires de la France
métropolitaine et d’outre-mer une ou plusieurs projections. Ce document
d’accompagnement présente la théorie qui sous-tend ces constructions
mathématiques.

! Extraits de « GEODEF GDLIB 3.0 Introduction générale »

Page 1



Table des matieres

LES REPRESENTATIONS PLANES DE L’ELLIPSOIDE ......ovuiuieiieiiiicieiete ettt 1
) (oo [V L1 d o] o FO PO S ST PPTOPP PRSP 1
[\ To] A oY o oY1 a Tl T o F=1 LT3 S URURRRN 4

DATINITIONS ettt ettt e s bt e s bt e s at e st e s bt e bt e bt e s bt e sae e sae e eabeeabeebeesheesabesabesabeebeenbeeas 4
Classification des représentations Planes ..........ocociieiiiiiiii e e e e e e 4
Historique des projections cartographiqUES .........ceiicuieieiiiiie et tee e e srare e e arre e e e rbae e e e abaee e eareeas 6

(B T] oY F=TuToT o Jo [T T Y =d 1Y RS SRR 7
(0o 01V =T =Ll o [l oW [T 0 [T o 1= o F U UPUPRPPOE 9
FAN =T Yo T o Io [T ToT o = { U= RSP SR 10
ALEration S SUMACES & ..iiuiiiiiieeeee ettt ettt e st e e st e e s bt e s bee e sabeeesbeeesabeesbeeesabeenane 12
Types de représentations PIANES :.......coccciiii it erre e e e e e e e et e e e et a e e e e rara e e e eataeeeennraees 13
ChoiX A'UEIHTSAtION: 1.ttt st sttt e b e sb e s ae e st e eaees 13

(O F Iy o oY We [T o g} [=Toru [o] 3 USSP 16
Domaines d’utilisation des représentations...........iivciiiiiiiiieieiie e s 16
Propriétés des représentations CONTOIMES.....cccuiiii i e e e be e e sereeeeeans 17
VL aE L Lo T e LT Fo T Yo BTN TP 17
[SOMEBLIE CENEIAIR ..ttt sttt et b e s bt e she e sat e st e e be e s bt e sbeesaeesateenbeebeenbeens 18
FACTUE @ 8CHEIIE « ..ttt ettt st e b e s bt e s bt e st e et e ebe e beenbeens 19
REPRESENTATIONS CONIQUES CONFORMES EN FRANCE.........c.cocveveveveteteeeseteeceeecesessesssesesesesesesesesesssesesesesens 19
o] oL =1 =TSP TSR 19
GISEMENT AU MEBFITIEN ...eiiniiieiie ettt e st e st e s be e e s abe e s bt e e sabeesabeeesabeesabeeennee 20
Condition de conformité et rayon des Parall@les i ... 21
MOAUIE TINBAIIE ...ttt st ettt e bt e s bt e she e sate st e e be e bt e sbeesmeesmbeemseenbeenbeens 21
Cas d'UNE ProjJECTION SECANTE. ..eiiiciiieecciiie ettt ecee e e eette e e e tee e e e e teeeeseabeeeesesbaeeeseataseseastsaeesansseeesasenaenns 23
Représentations coniques conformes du RGFI3 : Lambert 93 .......eevieiiiiiiiiiiieiee et eeeerrree e e e e 23
Critéres de choix du Lambert-93 .........c.ooiiiiiiiieiie e s st 23
Caractéristiques et parametres du Lambert-93 ... e e e e e e 24
Représentations coniques conformes du RGF93 : CC 9 ZONES.....cccecviieeeciiieeeeiieeeecteeeeeeiteeeeeeteeeesenreeaeeans 28
Critéres de choix de 1a Conique CoNfOrME 9 ZONES......uuiiiieciiiee et ettt e e e eete e e e eeare e e e e ataeaeeans 28
Caractéristiques de la ‘Conique Conforme 9 ZONES ........coivciiieiiciiie et eare e 30
Constantes de 12 FEPIrESENTATION .......cccciiii ettt e et e e e e eate e e e eearaeeesearaeeeeeataeeesenraeaeenns 31
FOIMIUIGITE ettt sttt s e s bt e e st e e bt e e s at e e s bt e e sabeesabeeeanteesabeeeneeesabeesneeesaneean 32
Constantes de travail de la projection Lambert-93 (RGF93) .......cccvecieeeiieeiee e 32
Lambert P> coordonnées SE0ZraphiqUES........cccuiiiiiiiiiiie ittt e st e e eette e e e erre e e e sabre e s e abae e e ennreeas 33



Coordonnées géographiques P> Lambert .........oouiiii ittt eeare e e 33

Latitude a partir de la latitude ISOMELIIQUE ...cccuviie i e 34
Coordonnées géographiques RGFI3 VErs CC O ZONES .....cciucuuieeeiiiiieeeeiieeeesiireeesintreeesentaeesssnseeessanssesssanes 35

CC 9 Zones vers coordonnées géographiques RGFI3 .........c..oeiiiiiiiii ittt eeree e 36
REPRESENTATIONS CYLINDRIQUES .....ovvvieeeetcececececececcets sttt sttt sesssssessssssssssesasasesssasesssseans 37
Propriétés (cas des représentations taNGENTES)......cccecvueriiiieeiiuieeiieereeereeesteeete e e sateeeteeesrseesateeesneeesaseean 37
Représentations cylindriquUes dir€CLES : ......uiiiiiiiiie e e e e e e st e e e e eareeas 37
Représentations cylindriques transverses 0U OblIQUES..........coccieeeiicieie e e 38

La représentation Universal Transverse Mercator (UTM) f.....oocieeriiiieee i esivee e 38
FOIMIUIGITES ettt ettt et e s bt e s bt e e sab e e s bt e e bt e e s bt e e sabeesabeesneeesabeeeabeeesnbeesaneeesaneenn 40
Développement de I'arc de MENIEN. .....ccvviii it e sbee e e 40
Conversion de coordonnées : A,0 =X,Y (formulaire IGN) ........cocoeeiiiiiiiiinieeee e 41
Conversion de coordonnées : A,0 =X,Y (formulaire Simplifié).........ccccevenininiiniieeeeee, 43
Conversion de cOOrdONNEES @ X,Y =5 A, (Dueeuiiiuiiiieiieeie ettt sttt ettt ettt st st st e et e sbe e sbeesaeesaeesaeas 44
Conversion de coordonnées : X,Y = A, (formulaire simplifi€)..........cccoveeneininiiniiiniieeeeeee, 47
FACTOUE @ 8CNEIIE K.ttt sttt sbe e sttt ereenbee s 48
Formule générale pour 1a MerCator TranSVEISE. ....iiiuuiiiiiiieeeeeiieeeeetteeessteeeessteeeessseeeessreeeessnseeeesnns 48
oY 0 01U ] LI o 10T ol AU Y PRSP 48
Echelle d’une ligNe GEOUBSIGUE ........cvcveeieeieeeeieieeeeeee ettt ettt sttt sttt st eseaeneneas 49

(000] 01V =T =T o[l oo [T 0 [T (o 1= U 49
Parameétres des projections UTM sur les territoires frangais :......cccoccveeeeeiieeeiiiiee e e 51

Cas particulier de [a GUYANE franGaiSe ......uiiiuiiiiiiiiiee et e e e bee e e e 52
Projection Gauss-Laborde REUNION .........cciiii ittt e st e e s sata e e s srtae e s saraeeesntaeaesnns 52
Constantes de 1a représentation .. ... e e e e s re e e s sraaeeeean 52
REPRESENTATIONS STEREOGRAPHIQUES .....ccutuuiirierieniiieiisiesiessessessesse et ssessessenses 53
Projection Stéréographique Polaire Sud Terre-AdElie .........ooovciiieieciiie et eae e 53
FOMMUIAITE ..ttt bbbt b bbbt b ettt b ettt eb et b e b 53
LE IMIOT DE LA FIN et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e aaeeaeeeaeaeaaaaaaasanaeens 54
211 o] [ToT=dg= o] o1 [N PERRROt 55

Page 3



Notions principales

Définitions

On appelle représentation plane un ensemble de lois géométriques ou mathématiques
qui permet de représenter sur un plan tout ou partie d'une surface courbe, qui est en
général une représentation géométrique (sphére ou ellipsoide) de la Terre. Les
différentes representations peuvent étre symbolisees comme la représentation de la
Terre sur une surface développable (par exemple un cylindre ou un cone) par le biais
d’une transformation analytique, ou directement sur un plan par le biais d’une
projection geométrique. Il existe cependant des représentations qui n'entrent pas dans
ces classifications, et toutes ne sont pas des projections au sens mathématique.

Classification des représentations planes

Projection cylindrigue : la surface de projection est un cylindre tangent ou sécant au
modele de la Terre.

(Exemple : UTM, Gauss,...)

——
représentation représentation représentation
cylindrique directe cylindrique oblique cylindrique transverse
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Projection conique : la surface de projection est un céne tangent ou sécant au modeéle
de la Terre.

(Exemple : Lambert, Lambert-93,...)

représentation conique représentation conique
directe tangente directe sécante

Projection azimutale : le plan lui-méme est tangent au modéle de la Terre.

Exemple : Stéréographie polaire (carte du ciel, cartes des régions polaires,...)

représentation représentation stéréographique
stéréographique sécante tangente

Page 5



Historique des projections cartographiques

La meilleure représentation de la Terre est le globe terrestre, simple réduction de
notre planete. Quelle que soit leur étendue, toutes les figures sont parfaitement
semblables a leur modeéle, abstraction faite du relief, et sont représentées a la méme
échelle. Ces globes, encombrants et d'echelle trop petite, ne sont que peu employés.
D'ou l'idée de la transposition du volume sur un plan, idée vieille de vingt-cing
siecles.

Waldseemuller

On commenca par de véritables projections de la sphere sur un plan ou sur une
surface développable, d'apres les lois de la perspective. L’idée était aussi de
simplifier les calculs (cap, distance): complexes sur le modéle sphérique ou
ellipsoidal de la Terre, ils sont ramenés a des calculs de géométrie plane sur la carte.

Beaucoup plus tard, la connaissance plus précise de la forme de la Terre et le besoin
de cartes a grande echelle conduisit a des représentations qui sont des
correspondances mathématiques entre des points de I'ellipsoide (définis par
longitude A et latitude @) et des points d'un plan (définis par x et y, ou E et N dans un
systeme de coordonnées rectangulaires).

A un point M de l'ellipsoide correspondra un point m (et un seul) du plan, et
réciproguement:
M (A,0) «<— m (x,y) ou m (E,N)

Les formules de correspondance se symbolisent par :
X (A, @) et réciproguement : A (X,y)
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y (A,) et réciproquement : @ (X,y)
Le choix des fonctions définit le systeme de représentation et détermine ses
propriétés.

’- 9 N [

) M
AT Y
‘.IJu

x~ A "

Remarque : les notations E (pour Easting) et N (pour Northing) sont utilisées pour
éviter toute confusion avec les X et Y des coordonnées cartésiennes
tridimensionnelles géocentriques.

Pour I'établissement des cartes a petite échelle, le modele terrestre peut étre assimilé
a une sphere : les formules approchées donnent des erreurs inférieures a 1:100° , qui
peuvent étre négligeables aupres de certaines déformations introduites par la
représentation. Les formules rigoureuses traitées dans ce cours, qui comportent des
termes supplémentaires fonction de I'excentricité de l'ellipsoide choisi, ne sont
utilisées que pour le calcul des réalisations géodésiques et I'établissement des cartes
a grande échelle qui en découle.

Déformation des angles

Dans la représentation plane de la sphére terrestre, les angles seront également
deformés. Tragons sur la sphere un petit cercle (c) de centre o dont le rayon est égal a
I'unité de longueur (voir la figure ci-dessous), et soient M, N et N' trois points de ce
cercle tels que :

A VAN
MON=MON'=90°
Soient 0, m, n et n' les images de ces points dans le plan. En général, la figure sera

déformée : nous aurons par exemple mon’ < 90° et mon > 90°.
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Un cercle élémentaire de I’ellipsoide, de rayon ds = 1, est transforme en une ellipse
(« indicatrice de Tissot »).

On congoit intuitivement qu'il existe une orientation intermédiaire de cet angle pour
laguelle I'image sera un angle droit. Ces deux directions privilégiées, OA et OB du
plan (fig.), sont appelées directions principales.

" >~ y g,

{c) N

n

Sphhére - x

a

Plan

On démontre que le module linéaire prend des valeurs extrémes sur ces directions :
une valeur maximale a >1 sur lI'une, une valeur minimale b < 1 sur l'autre. L'image
du petit cercle (c) tracé sur le modéle est donc une ellipse (E) de demi-axes ar et
br, appelée indicatrice de Tissot : elle est caractérisée par la valeur de ses demi-axes
et par l'orientation de ceux-ci. Ces caractéristiques dépendent du systéeme de
représentation choisi et de la position du point O a la surface de la sphére.

ellipsoide

Figuwre 1 : interprétation géométrique de Uindicatrice de Tissot
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Figuwre 2 : interprétation graphique de Uindicatrice de Tissot

Si I’indicatrice de Tissot est un cercle, la projection est dite conforme :
e la déformation des distances est indépendante de la direction
e les angles sont conservés (utile pour les triangulations), mais non les distances

Par exemple, le caractere conforme d’une projection impose que I’angle défini par les
tangentes a deux lignes géodésiques sur I’ellipsoide est conserve dans la projection.
Les longueurs des lignes géodésiques sont, par contre, altérées.

Si I’indicatrice de Tissot a méme aire que le cercle elémentaire, la projection est dite
équivalente :

e le produit a.b est égal a 1

e les surfaces sont conservées (utile pour les atlas), mais non les angles

e les déformations des distances dépendent de la direction (azimut)

La plupart des projections d’atlas n’ont ni I’une ni I’autre de ces propriéetes et sont
définies pour des avantages particuliers de représentation graphique (atlas).

Convergence des méridiens :

Définition : c’est le gisement de I’image du méridien, c’est a dire I’angle (mesuré
dans le sens des aiguilles d’une montre) de la tangente a I’image du méridien (donc
du Nord Géographique) par rapport a I’axe Y de la projection (ou I'angle entre I'axe Y
et la direction du Méridien qui est celle du Nord Géographique).
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Si la valeur est négative, le Nord géographique est a gauche (a I'Ouest) de I’axe des
Y.

Altération des longueurs :

Aucune représentation ne peut conserver toutes les longueurs sur tout le domaine
représenté : la sphére (ou l'ellipsoide) ne pouvant se "mettre a plat” sans
déformations, chaque longueur subira une altération qui dépendra de sa position sur
la sphere.

On appelle module linéaire le rapport de la longueur ab sur le plan a la longueur AB
sur l'ellipsoide :

module linéaire (sans unités) = m =ab /AB =ds/dS

Il est toujours positif, jamais nul.
N.B. : le module linéaire est noté k dans certaines publications.

On appelle altération des longueurs la variation relative des longueurs dans la
représentation :

altération=¢= (ab- AB)/AB =m-1

2 /

Distance PROJECTION
Module linéaire = =m
—— Distance ellipsoide

Dist. PROJECTION - Dist. ellipsoide
Altération linéaire = =m-1

Distance ellipsoide

—

Remarque : I’altération linéaire peut étre calculée avec la formule (m-1).10°
(exprimée en cm.km™), ou bien (m-1).10° (exprimée en mm.km™).

Exemple: une longueur AB de 1000,00 m mesurée sur l'ellipsoide est représentée
sur le plan par une longueur ab de 999,85 m :
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e module linéaire m =0,99985
e altération =-0,00015 =- 15.10° m.m* = -0.15 m.km™*

En résumé, le module linéaire varie :

e d'un point a l'autre d'une représentation ;

e autour d'un méme point, suivant les directions; ce qui entraine :
> l'image d'un petit cercle est une ellipse ;
> seuls des angles droits particuliers sont conserves ;
» tous les autres angles sont déeformés.

Exemples :
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Figure 3 : altérationw inéaire CC47
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Figure 4 : altérationw inéaire Lambert-93

T EN

46°00'

Altération des surfaces :

Par deéfinition, le module surfacique (1+egs) est égal au carré du module linéaire
uniquement si la représentation est conforme.

L’altération linéaire ¢ étant << 1, on peut écrire

l+es=(1+ e~ 1+2 ¢

Et par conséquent I’altération surfacique s~ 2 ¢
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Types de représentations planes :

Choix d'utilisation:
Par un choix particulier des fonctions, on peut obtenir:

1) a = b : un petit cercle du modéle sera représenté sur le plan par un cercle : le
module sera le méme dans toutes les directions autour d'un point, tous les angles
seront conserves. Ces représentations sont appelées conformes. L’altération
linéaire est alors indépendante de la direction.

2) a = 1/b soit ab = 1: un cercle de rayon unité est représenté par une ellipse de
méme aire o ; lI'image d' une partie de la Terre, bien que déformée, aura méme
surface que son modele. Ces représentations sont appelées équivalentes.

Remarque : ces deux conditions sont inconciliables, on doit choisir suivant le besoin
particulier, la conservation des angles, ou la conservation des surfaces.

3) Si I'on ne fixe aucune de ces deux conditions, on aura des représentations qui ne
conservent ni les angles, ni les surfaces: ce sont les représentations
aphylactiques.

Figure 5 : images planes de cercles égauwn sur le modeéle cv différentes
latitudes powr une projection conforme (11 ]
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Figure 6 : images planes de cercles égaunn sur le modeéle cv différentes
latitudes pour une projection équivadente [11 ]

Figure 7 : images planes de cercles égaun sur le modeéle cv différentes
latitudes powr une projection aphylactique (11 ]
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- dans la représentation cylindrique conforme (Mercator) I’écartement progressif des
paralleles compense la variation du module linéaire suivant ces paralleles, les cercles
sont de plus en plus grands mais restent des cercles.

- dans la représentation cylindrique équivalente les paralleles sont de plus en plus
serrés, les ellipses ont toutes la méme surface.

- dans une représentation cylindrique aphylactique, les paralleles sont ici équidistants,
les cercles ont pour image des ellipses de surface variable.
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Classification des projections

Les différents systemes peuvent étre classés comme la représentation de la Terre sur
des surfaces développables (cylindre ou cbne) ou sur un plan: d’ou leur
classification en  représentations cylindriques, representations  coniques,
représentations azimutales. A ces trois familles se joindront des systémes divers qui
échappent a la classification.

Dans chaque famille, on peut definir a volonté des systemes qui soient conformes, ou
équivalents, ou aphylactiques et qui, de plus, peuvent présenter des « aspects »
différents dont les quatre principaux sont symbolisés ci-dessous :

| - — -+
HJ\ | J//

représentation cylindrique transverse

PN — 7

représentation conique directe représentation conique oblique

Domaines d’utilisation des représentations

- Les représentations conformes sont généralement utilisées pour le calcul des
triangulations (c’est-a-dire par les géodésiens, géometres et topographes), pour
I’établissement des cartes a grande échelle (de 1:5.000 au 1 :50.000) et pour la
navigation maritime et aérienne.
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- Les représentations équivalentes sont généralement utilisées pour les cartes
d’atlas a petite échelle : les différents pays, bien que déformés, conservent leurs
surfaces relatives, ce qui est intéressant pour faire apparaitre tout phénomene lié a
une répartition en surface (cartographie thématique...)

I e
s

100 120 pr 160 [y 200 220" 240

| Figuwre 8 : Lav Terre vue ew projection équivalente de Gall Peters (6]

- Les représentations aphylactiques peuvent présenter, malgré |’apparence, de
I’interét : elles sont parfois employées pour des cartes de navigation, ont été utilisées
longtemps par les géodésiens américains pour des cartes des France et sont
couramment employées pour des cartes d’atlas.

Propriétés des représentations conformes
Variation des longueurs

La représentation étant conforme, le module linéaire est le méme dans toutes les
directions autour d’un point et variera uniqguement suivant le point considéré.

On appelle isométre une ligne ou tous les points ont la méme valeur de module
linéaire.

Pour I’établissement d’un systeme de représentation conforme, on pose généralement
la condition suivante : sur une ligne particuliére ou un point unique, on veut qu’une
longueur mesurée sur la terre soit représentée par un segment de méme longueur (ce
qui impose m = 1). Cette ligne (appelée automécoique) sera choisie selon les
besoins : équateur, méridien, paralléle, ou toute autre ligne en fonction de la forme du
pays a représenter ; elle peut éventuellement se réduire a un point. Dans ces deux cas,
la représentation sera qualifiée de tangente.
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Dans certains systemes, on peut imposer que les longueurs soient conservees
(m = 1) suivant deux lignes particulieres, généralement paralléles I’une a I’autre et
qualifiées d’automécoiques : la représentation sera, dans ce cas, qualifiée de sécante.
Entre ces lignes, le module linéaire tendra vers une valeur minimale inférieure a
I’unité, qui définira I’isométre centrale du systéme. A I’extérieur de ces lignes, le
module sera plus grand que 1.

L’avantage de cette approche est que les modeles mathématiques peuvent étre
caractérisés par une géometrie plane. Ainsi, les calculs de position géodésiques, tels
que le probleme direct et inverse, peuvent étre réalisés en termes de coordonnées
planes. L’inconvénient est que les observations (distances, directions, azimuts)
doivent étre réduites dans le plan de la projection conforme. Le caractere conforme
d’une projection impose que I’angle défini par les tangentes a deux lignes
géodésiques sur I’ellipsoide est conserve dans la projection. Mais les longueurs des
lignes géodesiques sont, par contre, altérées.

Isometre centrale

Dans le cas d’une représentation tangente, le module linéaire ab/AB vaut 1 au
point choisi ou sur la ligne particuliére choisie. Lorsque I’on s’éloigne de part et
d’autre, le module linéaire deviendra plus grand que I’unité : tous les points situés a
une méme distance auront le méme module linéaire et formeront une isometre. La
ligne ou le module linéaire est minimal et égal a I’unité est appelée isométre centrale.

Dans le cas d’une représentation sécante, le module linéaire sera egal a I’unité
sur deux lignes particulieres (ou une seule dans le cas azimutal). Entre ces lignes,
il tendra vers une valeur minimale inférieure a I’unité, qui definira I’isometre centrale
du systéme. A I’extérieur de ces lignes, le module sera plus grand que 1.

Dans tous les cas, I’isometre centrale est le lieu des points ou le module
linéaire a la valeur minimale; les autres isométres sont des courbes
« paralléles » a I’isometre centrale, lieu des points de méme module linéaire.

a) cas des petites échelles :

Sur les cartes générales, d’atlas par exemple, (de 1:10° & 1:20.10°) ou I’on
représente des régions tres éloignées de I’isométre centrale, le module varierade 1 a 6

en limite des planispheres établis en représentation dite « de Mercator ». Par exemple,

si I’échelle nominale d’un planisphére est de 1 :28.106 & I’équateur, I’échelle réelle a
la latitude 80° est del :5.10° environ.

b) cas des grandes échelles :
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Sur les cartes a grande échelle, on veut que I’utilisateur puisse faire des
mesures de longueur sur la carte sans se préoccuper de la variation du module : en
aucun point de la carte, I’altération linéaire ne doit donc dépasser la valeur + 0,001
pour que cette variation soit plus faible que I’erreur graphique et que le jeu du papier.
Cette condition limite I’utilisation d’un systeme a une distance de 200 a 300 km de
part et d’autre de I’isometre centrale.

Facteur d’échelle :

Pour respecter cette condition dans le cas d’un systeme tangent on fait parfois subir a
la représentation plane une réduction : les coordonnées planes x ety de tous les
points sont multipliées par un facteur d’homothétie KO Iégérement plus petit que 1 .
En tous points de la carte, le module se réduit dans le méme rapport : sur I’isoméetre
centrale il devient plus petit que 1, et en limite d’utilisation il atteint une valeur moins
grande.

Remarque : Cette réduction nous rameéne pratiguement a un systéme sécant, avec
deux isométres de module unité.

REPRESENTATIONS CONIQUES
CONFORMES EN FRANCE

Cette projection a été congue par J. H. Lambert en 1772,
Propriétés
Il s’agit d’une projection conique conforme congue par J. H. Lambert en 1772,

Soit un cone (surface développable) de sommet P tangent a I’ellipsoide le long d’un
parallele de latitude ¢, appelé parallele origine. Un méridien est choisi comme
méridien origine, le méridien de Paris pour les cartes francaises.

Soit Ro = QP la longueur de la génératrice du cone.

Le cOne, surface réglée, peut étre développé sur un plan sans déformation :

- les génératrices du céne deviennent des droites concourantes en P et sont les
images des méridiens de I’ellipsoide,

- les paralléles sont représentés par des cercles concentriques de centre P et de
rayon 2 de longueur telle que la représentation soit conforme,
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Figwre 9 : projection conique conforme de Lambert

- le parallele origine, de rayon ro, devient un cercle de rayon 2. dont les arcs sont

conservés en vraie grandeur avant homothétie ; c’est donc I’isométre centrale de la
représentation.

- I’axe des y de la représentation est I’image Pw du méridien origine.

- la droite tangente a la transformée du parallele origine est I’axe des x

Gisement du méridien

L angle y, gisement du méridien, peut étre compté a I’intérieur du triangle Pagm
négativement vers I’est et positivement vers I’ouest (par convention) et vaut :

QA0/R0=M0/RO=XRosin(p0/Ro=ksin(po

= |) = _lEstParis il Dy

Cet angle est appelé convergence des méridiens.
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En France, pour les projections Lambert Zone, lorsqu’on se trouve a I’Est du
Méridien de Paris (méridien central de la projection), la valeur y est négative et la
direction du Nord Géographique se trouve a I’Ouest de I’axe des Y.

Condition de conformité et rayon des paralléles :

La conformité impose que le module linéaire soit le méme dans les deux
directions méridiens et paralléles d’un point a image de A sur I’ellipsoide.

Soient aa’ et aa» des elements infinitésimaux images de AA’ et AA »
respectivement sur le méridien et le paralléle du point A.

:aa_aa" —dR SRdy Rsin g,
AA AA" T pdep  rdA Ncosg

Le rapport g—ﬁ vaut sin(¢,) et est appelé n, exposant de la projection.

dR : pdo R
. —— =—sing, x——"— _. In——=—sin
bou R %0 "N cos o R, %I N COS(p

La valeur de [I'intégrale est la latitude isométrique, notée L ou £ d’ou

|n§:—sin¢o(L— LO) . m — mo X e—Sln(Do(L—Lo)

0

Module linéaire

Pour réduire I’altération des longueurs on fait subir a la représentation plane une
homothétie de facteur [, < 1 qui, agissant sur les coordonnées planes, réduit le rayon
de I’isométre centrale. Une seule représentation Lambert couvrant la France entiére
présenterait une altération linéaire maximale = +3 m/km, altération qui, méme apres
réduction par une homothétie appropriée, reste forte.
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No et pg étant les rayons de courbure principaux correspondant a I’isométre centrale,

on démontre que, sur une distance de plusieurs centaines de kilométres a partir de
I’isometre centrale, la formule suivante convient pour calculer la valeur du module
linéaire en un point.

2

1 1-e2 R, —R
M= | 1+ —=x : X
2 1-—e2?sin g, Lo

U, étant le module linéaire sur I’isométre centrale

Laltération linéaire qui en découle peut étre approximée par :

_ Yo2 ~Yo2
2N,p, 2R2
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Cas d’'une projection sécante.

Image du Pole

Paralleles d ’échelle
conservee NSp  *

oJd
m
w
m

Représentations coniques conformes du RGF93 : Lambert 93

L’Institut National de I’Information Géographique et Forestiere a mis en place, sur
recommandation du CNIG, un nouveau systéeme géodésique, sous-ensemble du
systeme européen EUREF, sous la dénomination de RGF93. L’expression des
coordonnées dans ce systéme est tridimensionnelle sous forme de longitudes,
latitudes et hauteurs ellipsoidales. Les besoins de I’information géographique dans
son exploitation actuelle requiérent I’utilisation de coordonnées planes issues d’une
projection cartographique unique (LAMBERT-93) et aussi d’une famille de
projections d’altération faible (Coniques Conformes 9 zones).

Critéres de choix du Lambert-93

Les criteres de choix de cette projection sont les suivants :

- unicite
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» le traditionnel découpage en zones d’applications est a proscrire

- facilité d’utilisation

> les altérations angulaires et linéaires doivent étre minimisées

> les processus de calcul doivent étre d’exploitation simple et compatibles avec
les logiciels existants

> il ne doit pas y avoir de confusion avec des coordonnées existantes

- facilité de mise en ceuvre

» cette projection doit permettre d’utiliser les documents cartographiques
existants avec le minimum de difficultés

Caracteristiques et parametres du Lambert-93

Le territoire couvert est d’environ 1100 km x 1100 km (quadrilatére limité a I’Ouest
par la Bretagne, a I’Est et au Sud par la Corse et au Nord par le Pas-de-Calais). Une
représentation plane conforme, quelle qu’elle soit, elimine les altérations angulaires
et entraine sur cette surface des altérations lineaires dont I’amplitude est de 4 m/km
(de 0 @ +4 m/km ou de -1 a +3 m/km etc.). Le choix d’une représentation conigue
conforme apparait comme une solution satisfaisante eu égard aux critéres
précedemment cités. La sélection des caractéristiques et parameétres a été effectuée
afin d’y répondre au mieux.

* Ellipsoide : GRS80. C’est sur cet ellipsoide que sont exprimées les
coordonnées géographiques (longitude, latitude et hauteur) du systéeme RGF93.

* Projection « sécante » : la projection conique conforme peut étre définie de
deux maniéres : soit tangente avec facteur d’echelle, soit sécante avec deux paralleles
d’échelle conservée. Les deux types de définition sont rigoureusement équivalents,
mais I’usage récent (logiciels SIG, traitements GPS...) privilégie le deuxiéme.
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* Paralleles standards ( : d’échelle conservée ou automécoiques)

Le choix des paralléles 44° et 49° permet de minimiser en valeur absolue
I’altération linéaire (de -1m/km a +2 et marginalement +3 m/km ; voir les figures
présentées dans les pages suivantes).

* Qrigine / coordonnées de I’origine

Le point central, proche du barycentre du territoire, est de coordonnées
géographiques rondes (longitude 3° E, latitude 46° 30° N).

Les constantes de la projection définissant les coordonnées de ce point ont été
choisies de maniere qu’aucune confusion ne puisse étre relevée avec les coordonnees
actuellement encore en usage (Lambert [NTF] I, I1, 111, IV, Il étendu, UTM [E50 ou
WGS84] £30, 31, £32).

Avec E; = 700 000 m, Ny = 6 600 000 m, tout point du territoire aura des
coordonnées planes E, N telles que :

100000 < E < 1200000
6000000 < N < 7100000
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Parametres de définition du Lambert-93
- Ellipsoide : GRS80 -%2grandaxe: a=6378 137 m
- aplatissement f=1/298.257222101
- Projection conique conforme sécante :
- paralléles d’échelle conservee (paralleles « standards ») :
@1 =44°N
@ =49°N
- origine :
- méridien central : A9 =3 ° E Greenwich
- latitude origine : @9 =46 ° 30 ‘N
- coordonnées de I’origine :

Ep =700 000 m

No = 6 600 000 m

Parametres équivalents pour une définition comme tangente avec facteur d’échelle.
Attention ces parametres sont calculés
- isometre centrale :
oc=°N
- point origine:
Ap = 3° E Greenwich

@0 = 46.51943022398665 N

X,=700000m
Y,=6602157.8388 m
- facteur d'échelle:

kp,=10.9990510286374691
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Figure 10 : altérations linéairves de lav projection Lamberst-93 [10]

Variant de -1 m/km a +3 m/km, la déformation des longueurs peut étre
importante et rendre malaisées certaines applications topographiques. C’est en
particulier la variation locale de I’altération qui peut mettre en cause la validité des
procedures classiques de calcul de réduction de distances ou de visées azimutales.
Des algorithmes spécifiques sont donc a définir : la quasi-linéarité de la variation de
I’altération en fonction de la latitude autorise des méthodes simples d’intégration.
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La figure suivante permet de comparer les altérations linéaires des projections
associées a la NTF (Lambert Zone) et du Lambert-93.

LAMBERT 93
(44°- 49°)

Marseille
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latitude (°)

Figure 11 : compawaisov des modudes inéaives pour les projections
Lambert env usage exv France Métropolitaine

Représentations coniques conformes du RGF93 : CC 9 Zones

Criteres de choix de la Conique Conforme 9 zones

Cette projection a été développée sur une recommandation du Groupe « Obligation
de Rattachement » de la Commission des Référentiels du C.N.I.G, afin de proposer
une solution alternative au RGF93, permettant de réduire significativement
I’altération linéaire.

Le decret n° 2006-272 du 3 mars 2006 modifiant le décret no 2000-1276 du 26
décembre 2000 portant application de I’article 89 de la loi no 95-115 du 4 février
1995 modifiee d’orientation pour I’aménagement et le développement du territoire
relatif aux conditions d’exécution et de publication des levés de plans entrepris par
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les services publics prévoit la possibilité de les réaliser dans une des projections
Coniques Conformes neuf zones sur la France Métropolitaine.

L’attention des utilisateurs est attirée sur le fait que, en introduisant des discontinuités
aux frontieres de zones, I’utilisation des projections neuf zones complique les
applications numériques et peut générer des surcolts importants par rapport a une
solution utilisant le Lambert 93, en particulier si I’application utilise des données en
mode image. Par conséquent, I’IGN en déconseille I’usage pour toutes les
applications faisant appel a des données numériques. Pour ses produits, I’'IGN a
choisi la seule projection nationale, le Lambert- 93.
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Caractéristiques de la ‘Conique Conforme 9 zones’

Les neuf zones se répartissent du Sud au Nord. Chaque zone est centrée sur un
paralléle de latitude ronde, allant du 42° au 50° degré de latitude nord, avec une
emprise de 1 degré de latitude de part et d’autre de ce paralléle. La nomenclature
usuelle est la suivante :

PROJECTION CONIQUE CONFORME 9 ZONES

£ 5 4 3 r 1T 0 % g r 4 5 [:id ™ 8 - || | R i

1°° zone : CC42

2°™ 70ne : CC43 “

48°

3™ zone : CC44
4*™ zone : CC45
5™ zone : CC46 *
6°™ zone : CC47

7°™ zone : CC48 w

42°

8°M zone : CC49

41

ZOI’leCC50 R TR

9éme

Toutes les zones sont utiles de maniere a assurer un plein recouvrement. Le
recouvrement entre deux zones consécutives est ainsi de 50%. A chacune de ces 9
zones est associée une projection conique conforme portant la dénomination ‘CCxx’
ou xx correspond a la latitude du paralléle origine soit : CC42 (zone 1), CC43 (zone
2), CC44 (zone 3), CC45 (zone 4), CC46 (zone 5), CC47 (zone 6), CC4 (zone 7),
CC49 (zone 8) et CC50 (zone 9).

L alteration linéaire est comprise entre les valeurs suivantes
-9 cm/km < g < +7 cm/km

C’est une projection sécante.
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Constantes de la représentation

Dans le tableau suivant, NZ est le numéro de la zone (de 1 a 9).

CC France zone NZ

Latitude origine : ¢ (41+ N2)°
Zone d’application Lat. origine +/- 111 km
01 ¢o—0.75°
02 @ +0.75°
Longitude origine ou
méridien central de la 3 ° Est Greenwich
projection
Eo 1700 000 m
\\ (NZ * 1 000 000) + 200 000 m

Exemple : projection conique conforme CC47
Latitude origine = 47°
Numéro de zone NZ = 6
Longitude origine = 3.00000000°
Premier paralléle standard = 46.25000000°
Deuxiéme parallele standard = 47.75000000°
Constante E, =1 700 000 m

Constante N, = 6 200 000 m
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Formulaire

Nous sommes, pour la projection Lambert-93 comme pour les projections Coniques
Conformes 9 zones, dans le cas de figure «secant» (deux paralleles auto-
mécoiques) : le cone « traverse » I’ellipsoide.

Ce cas peut se ramener au cas « tangent » avec facteur d’échelle.

L’IGN publie tous les algorithmes relatifs a la projection conique conforme de
Lambert sur son site Internet :

http ://geodesie.ign.fr/contenu/fichiers/documentation/algorithmes/notice/NTG 71.pdf

Constantes de travail de la projection Lambert-93 (RGF93)

Lambert-93

n 0,7256077650

C (m) 11754255,426

X3 (m) 700000,000

Ys (m) 12655612,050
Lambert-93
Référentiel géodésique RGF93
Ellipsoide IAG GRS 80
Demi grand axe (a) 6 378 137,00 m
Aplatissement (f) 1/298,257 222 101
Premiere excentricité 0,081 819 191 12
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Lambert » coordonnées géographiques
... en entrée ... en sortie

n, C, Xg, Yg : constantes de la projection A, ¢ : longitude, latitude
Ag : longitude du méridien central
e : excentricité de I'ellipsoide

X, Y : coordonnées Lambert

|R|=\/(X—Xs)2+(Y—Ys)2

y=arctanx_><S x=x0+1
s— n
1, (R 1
£=—H|n6 <p=£‘(£,e)

NB : £'1(£,e) représente la latitude isométrique inverse, obtenue a 'aide de I'algorithme latitude a partir de la
latitude isométrique.

Application numérique : Lambert-93 » Coordonnées RGF93

X =857582,0m A (rad) = 0,0872664863 E Greenwich
Y =64354150m ¢ (rad) = 0,7853982026 N

Coordonnées géographiques » Lambert
... en entrée ... en sortie

n, C, Xg, Yg : constantes de la projection X, Y : coordonnées Lambert
Ag - longitude du méridien central
e : excentricité de I'ellipsoide

A, ¢ : longitude, latitude

£_£In1+sin¢_3|n1+esingp
2 1l-sing 2 1-esing R=Cexp(n£)

y=n(A-2q)

X =Xg + R siny Y =Yg -Rcosy

Application numérique : CoordonnéesRGF93 » Lambert-93

A = 2,0° Ouest Greenwich X =327 351,199 m
¢ =48,0°N Y =6778425,923 m
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Latitude a partir de la latitude isométrique
... en entrée ... en sortie

£ : latitude isométrique ¢ : latitude

e : excentricité de I'ellipsoide

po=2 arctan (exp ( £) )—g

¢ est obtenu par itérations successives

l+esingi-1 T
gi=2arctan( (2= ) Dexp(£))- T
l1-esingi-1 2
Application numérique
£ =1,005 526 536 48 ¢ (rad) = 0,872 664 626 00

e =0,081 991 889 98
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Parameétres des projections Coniques Conformes 9 Zones (CC 9 Zones)

Latitude origine2 Qo 41+NZ°
Zone d’application @p+/- 111 km
Parallele automécoique ¢, @p — 0.75°
Parallele automécoique ¢, @ + 0.75°
Longitude origine ou méridien central de la projection : Aq 3 ° Est Greenwich
Eo 1 700 000 m
No (*) (NZ * 1 000 000) +200 000 m

Coordonnées géographigues RGF93 vers CC 9 Zones
... en entrée ... en sortie

0o, ¢1, P2, Eo, No : parameétres de la projection X, Y : coordonnées CC 9 Zones
A0 : longitude du méridien central

a : demi grand axe de I'ellipsoide

e : excentricité de I'ellipsoide

A, ¢ : longitude, latitude RGF93

1 1+sing e, l+esing
L((Pne) = _In . __In .
2 l-sing 2 1-esing

a
= -cos(p,)
J1-e“sin® g, a

In a m'cos(%)
\/m‘cos(%) C= - ! -exp(n- L(gp,,e)
- Le.®)-L(g8)
X =E, Ys =N, +c-exp(—n- L(p,,e))
R =Cexp(-nLge) y=n(r-%g)
X=Xg+Rsiny Y=Yg-Rcosy

> NZ : numéro de la zone (de1a9)
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CC 9 Zones vers coordonnées géographiques RGF93
... en entrée ... en sortie

0o, 01, ¢2, Eg, Ng : paramétres de la projection A, ¢ : longitude, latitude RGF93

Ag : longitude du méridien central
e : excentricité de I'ellipsoide

X, Y : coordonnées CC 9 Zones

a
ﬁ'cos((ﬂz)
yJ1-esin‘ g, a

In 5 \/12—_2'(705(491)
. —e’sin’ g
sty c- N exp(n-L(,.€)
 Len®)-L(g,8)
Xs =X, Ys =Y, +C-exp(-n-L(g,,e))
> > X —Xs
IR | = /(X=Xs)?+(Y—Ys) y= arctan & —
1 R‘
£=-=In>
n [C
/4 — g1
x=x0+ﬁ o=£1(£ e)

NB : £‘1( £, e ) représente la latitude isométrique inverse, obtenue a I'aide de I'algorithme latitude a partir de
la latitude isométrique.
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REPRESENTATIONS CYLINDRIQUES

Propriétés (cas des représentations tangentes)

Représentations cylindrigues directes :

- le module linéaire égal a I’unité suivant I’équateur, représenté par une droite

- les méridiens régulierement espacés en longitude, sont représentés par des droites
paralleles et équidistantes, perpendiculaires a I’équateur (la convergence des
méridiens est partout égale a 0).

- les paralléles sont représentés par des droites paralleles entre elles et paralleles a
I’équateur, leur espacement variant suivant les conditions que I’on impose.

-80° e — e E— -80°

Figure 12 : lov Terre vue ev projection de Mercator divecte (6]

Quelles que soient les conditions, le module linéaire le long des paralléles sera
toujours

1
cos ¢

m =
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En effet, un arc de paralléle de longueur r.A = (R.cose)A est représenté sur la carte
comme un arc d’équateur de longueur R.A.

Remarquons que la valeur est infinie aux poles, qui est donc représenté par une droite
comme les paralleles.

Les loxodromigues (lignes a cap constant) sont des lignes droites.
Représentations cylindriques transverses ou obliques

Elles ont les mémes caractéristiques que précédemment, mais le module est I’unité suivant,
soit un méridien dans I’aspect transverse, soit un grand cercle quelconque dans I’aspect
oblique. On parlera dans ce cas de :
> «pseudo-méridiens » :  grands cercles de la sphere orthogonaux a la ligne suivant
laguelle le module linéaire est I’unité.

> « pseudo-paralleles ” - petits cercles de la sphére, lieu des points a égale distance
de cette ligne.

La représentation Universal Transverse Mercator (UTM) :

Elle est basée sur une projection (conforme) transverse de Mercator.
> Inventée par Johann Heinrich Lambert en 1772
> Dérivation analytique par Carl Friedrich Gauss dans les années 1820
> Completée par L. Kruger en 1912 (formules)

Elle fut congue par I’armee américaine dans les années 1940.

Utilisation en France : les outre-mer.

N.B. : historiquement, I'UTM a également été associé a I’ED50 sur le territoire
métropolitain).

Définitions :
C’est une représentation plane cylindrique conforme ««— image du péle nord
transverse de I’ellipsoide

équateur = axe Ox

méridien central A, = axe Oy
module linéaire :

image de

sur le méridien central : ko (aussi noté p,) = 0,9996 <= Jéquateur

constante ajoutée a X : X,=500000 m
constante ajoutée a Y :
Y(,=10000000 m (hémisphére sud uniquement).

La Terre est divisée en 60 fuseaux de 6°d’amplitude,

numérotés de 1 a 60 dans le sens direct. 1
La longitude du méridien central du fuseau f est X=500000 .
Aopn=6°*f-183° image du méridien central
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Inversement, pour un point donné a la longitude A (en
degrés), on a

A+180
f=Ent( )+1

Le méridien de Greenwich est la frontiére entre les
fuseaux 30 et 31.

[ e = Al e, |4 -2

= e
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Propriétés :

e a latitude constante, le module linéaire de la projection
augmente lorsqu’on s’éloigne du méridien central, atteint 1,
puis devient supérieura 1 ;

e le long d’un méridien, le module linéaire diminue quand la
latitude croit ;

e UTM conserve les angles, mais deforme les distances et les
surfaces.

Figure 14 : les pays intersectés par le fuseauw UTM 31 Novd

—>

Formulaires :
Développement de I'arc de méridien.

On présente le calcul de I’abscisse curviligne sur I’arc de méridien
pour une latitude ¢ sur un ellipsoide donné, de demi-grand axe
unitaire.

- parametres en entrée :

¢ (latitude)

e (premiere excentricité de I’ellipsoide)

C (tableau de 5 coefficients pour arc de méridien)
- paramétre en sortie : 3 (arc de méridien sur un ellipsoide de demi-
grand axe a)

L’expression du rayon de courbure méridien en fonction de la
latitude est :

p = dB/de = a(1-e?)(1-eZsin2p)*/?

qui permet le calcul de la valeur d’une portion élémentaire d’arc
d’ellipse meridienne. L’intégration de [’expression donne par
conséquent la valeur d’un arc d’ellipse :

¢ de
L =a(l—e? 3
'[0 (1—e23in2go)4
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On peut alors calculer cette intégrale a I’aide de méthode numeriques itératives ou a
I’intégration terme a terme de developpements limités, par exemple :

avec .

B =alb,p+ Zb sin 2ig)

i=1

8 32 1024 4096

15e* . 45¢° . 525¢°
256 1024 16384

) =

35e°  175¢°
3072 12288

3 =~

315e°
‘131072

Conversion de coordonnées : A, =X,Y (formulaire IGN)

Attention : I’utilisation de développements limités dans certains algorithmes
publiés pour 'UTM impose de rester a I’intérieur du fuseau de 6° de large.
D’autres algorithmes sont utilisables sur des zones plus larges en latitude sans
perte de précision. C’est le cas de celui de I’IGN présenté ici.

Conversion de coordonnées géographiques en coordonnées dans le systeme de
projection Mercator Transverse :
Parametres en entrée :

A¢ : longitude origine par rapport au méridien origine = A,
@ . latitude origine

n : rayon de la sphére intermediaire = ko.a

Xo = constante ajoutée a X

Y, = constante ajoutée a 'Y

Xs = Xo

Ys=Y,—n.p*(qo,e)

e : premiére excentricité de I’ellipsoide

A : longitude

¢ ou @ : latitude, comprise entre -80° et +80°

Parametres en sortie :

E, N : coordonnées en projection Transverse Mercator.
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- calcul des coefficients :

C[l]zl—lez—ie4 2 g6 175
4 64 256 16384
C[2] = 1o Lga 9 oo 901 s
8 96 1024 184320
13 , 17 311 4
C[3] = —e e - ———
3] 768 ' 5120 737280
Cl4] - 61 o 899 g
15360 430080
49561 4
C[5] = —
5] 41287680
- calcul de la latitude isométrique, notée £
e, (l+esing

£ =Ln tan(£+
4

2

2 Suli e

1-esing

- calcul de la latitude transverse sur la sphére intermediaire

® = arcsin

- calcul de la latitude croissante correspondante £s (sur la sphere)

sin(A—-1,)
ch(£)

.Bs= In (tan G + %))

On remarque que £s = £ (¢,0)

- calcul de la longitude transverse sur la sphéere intermédiaire

A = arctan

sh(£)
cos(A —A4,)
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- expression par nombre complexe

z=A+12Ls variable complexe sur I’ellipsoide avec i2 = -1

4
Z=n.C,.z+n.)>_ C,.sin(2.k.z)

k=1
- expression des coordonnées planes :
X=Im(Z) + Xs
Y =Re(Z) +Ys

Rappel mathématique :

sin(a + ib) = sin(a) cos(ib) + cos(a) sin(ib)

iib —iib -b b
e ;e _e’+e _ cosh(b)

_ . eiib . e—iib e—b . eb _ eb _ e—b _ _
sin(ib) = = =j.——— =1-sinh(b
(1b) 2i 2i 2 (b)

cos(ib) =

Conversion de coordonnées : A, =X,Y (formulaire simplifié)

Avertissement : ce formulaire est moins rigoureux géodésiquement parlant lorsqu’on
sort des limites du fuseau (écart <1 cm dans le fuseau, mais atteignant 10 cm
lorsqu’on déborde d’un demi-fuseau)

Le formulaire de passage de (A.0) & (X, ¥) est le suivant:

. n® =, f1+e” cos* @

. .&:11':](,—1—,—1,:,]
. V =41+ cos” @

koayl+e” In " + Vecospsin A

. X= XC‘ T -3 1) :
2V- n' —Vecosgsmn A
o kpayl+e’ | :
. Y=Y, +kuﬁ($}+uf arctan :ra_n(n — arctan ta.n'(.rr |
V- \ Veos A ]

e’ designe la seconde excentricité de I’ellipsoide.
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B désigne la longueur de I’arc de méridien entre 1’équateur et la latitude ¢. Une
formule approchée permettant de calculer  au millimétre pres est :

P =a(b,@+b sin2¢ + b, sin4¢ + b, sin6¢ + b, sin8¢)

avec 2;0:1_192_194 "' o5 — 175 r
4 64 256 16384

3, 3, 45 4 105
? —e — e — e
8 32 1024 4096

35 5
b, =— e’ — e
; 3072 12288
315
s = e’
131072

Conversion de coordonnées : X,Y = A,

Conversion de coordonnées dans le systeme de projection Mercator transverse en
coordonnées géographiques

Parametres en entrée :
Ac : longitude origine par rapport au méridien origine = Ag
¢o : latitude origine
n: rayon de la sphére intermédiaire = Kko.a
Xo = constante ajoutée a X
Y, = constante ajoutée a 'Y
Xs = Xq
Ys=Yq— n.B*((po,e)
e : premiére excentricité de I’ellipsoide.
X, Y :coordonnées en projection Transverse Mercator

Parameétres en sortie
A . longitude.
o : latitude.

Calcul des coefficients :
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C[l]:l—lez—ie“— 2 g6 175 s
4 64 256 16384
c[2] = lez Lo, 7 o, 1
8 48 2048 61440
1 , 3 4 559 4
c[3] = —— —
3] 768 T1280 ' 368640
C[4] = 17 6, 283 o
30720 430080
4397
CI5] = _—
(5] 41287680
. Y=Ys _[ X-=Xs )
/' = e +1. C aveciz=-1
M1 "Y1

4
2=7-Y C,,.sin(2.k.7")
k=1

Ces expressions mathématiques révelent qu’elles ont été obtenues a partir
d’expansions en séries. Par consequent, leur exactitude est limitée par les erreurs de
troncature (ici on a négligé les termes en e'°). Les formules données ici permettent de
conserver une excellente exactitude (de I’ordre du dixieme de millimétre) a I’intérieur
du fuseau nominal de 6° d’emprise en longitude.

L =Re(2)

Ls= Im(z)

Longitude : A = Ac + arctan (sh £ s/cos £)
® = arcsin (sin £ /ch £)

avec L = L£(D,0)
Latitude : ¢ = £-1(£e) (avec la formule itérative ci-dessous)
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¢, = 2arctan(exp”’) — g

> i « i+ 1]
” _ 9 arcta 1"‘95%11';0:—1 : expif) _E
1—esing, 2
I
_ L
Cui
P =
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Conversion de coordonnées : X,Y = A, (formulaire simplifié)

Avertissement : ce formulaire est moins rigoureux géodésiquement parlant lorsqu’on
sort des limites du fuseau (écart <1 cm dans le fuseau, mais atteignant 10 cm
lorsqu’on déborde d’un demi-fuseau)

Pour passer de (X.Y) a (A.¢). on utilise le formulaire ci-dessous:

Y -7,

Yo kya
. n = \/1 +e"” cos®
. 4 :\/1+e'z cos” @,

k,avl+e”

V32 tang,
+ arctan

* :'.?:[Y—Yc—koﬁ[ﬂpo)]

koavl+e”

N
tal:{ 2arctan(exp&)— 7}

. A=Ay + G arctan -
n' cos7y
. A=1n" sin(/i — A )
. & = arctan(cos A tan 77)
1 [ ( tan @, )
. LE(@):W_LS((D)_LS arctan _+LE(g00]
J

\ \
Le(op) représente la latitude isometrique sur I’ellipsoide.

Latitude : ¢ = £-1(£e) (avec la formule itérative ci-dessus)

Page 47




Facteur d’échelle k

Formule générale pour la Mercator Transverse

k~1+ %cos2 (0)1+ )+ %cos“(q))@— 4. tanz(go))

2 R2
avec &2 =2 bzb cos’(p)

Formule pour 'UTM

4

K ~ O.9996(1+ @cos2 (p)L+e?)+ %cos4 (¢)(5-4-tan’ ((p))

Formule exacte & 2.10° prés jusqu’a 3° de longitude de part et d’autre du méridien
central.

Rappel : Ialtération linéaire correspondante peut étre calculee avec la formule
(m-1).10° (exprimée en cm.km™), ou bien (m-1).10° (exprimée en mm.km™).

Remarquons que le facteur d’échelle augmente essentiellement avec la différence de
longitude par rapport au meridien central.
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ﬂf\ko = 0.9996
220 km J L 220 km
kK =1 k=1

R

Méridien central

Ligne isoméetre

Figure 15 : ddustration duw factewr d’échelle dans wn fuseoau UTM [5].
Echelle d’une ligne géodésique

C’est une sorte de valeur moyenne kde I’altération linéaire pour une ligne
geodesique. Elle permet de calculer la différence entre la longueur de la géodésique
(S) et celle de sa projection (s). On peut par exemple utiliser la formule de Bomford
(1962) :

2 2
K=l |14
6Np 36Np

2 2 2
X, =X +X X, +X,

avec N et p les rayons de courbure principaux de I’ellipsoide, calculés a la latitude
(@ +9,)/ 2

Convergence des méridiens

La quantité y désigne ici le gisement de I’image du méridien (dont la direction est
celle du Nord Géographique), France I’angle mesuré dans le sens des aiguilles d’une
montre entre I’axe Y de la projection et I’image du méridien.
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Formule générale pour la Mercator Transverse
Formule exacte a 0,01 » pres jusqu’a 3° de longitude de part et d’autre du méridien
central

v~ (4 —/10)sin(go)(l+ (=2 );COSZ(@ (14362 +26%)+ %cos“(@@ —tanz(co))j

2 2

avec ¢? =2 = cos?(p)
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Les algorithmes de toutes les projections utilisées en France peuvent étre téléchargés sur le site Internet de I’IGN, a la page
http ://geodesie.ign.fr/index.php?page=algorithmes

Parametres des projections UTM sur les territoires francais :

TM Nor
Nom UTM Sud UTM Sud UTM Nord L:‘useau (;Zd UTM Sud UTM Sud UTM Nord UTM Sud
fuseau 53 fuseau 54 fuseau 20 stendu fuseau 42 fuseau 38 fuseau 21 fuseau 40
Entre 0° et -80° de | Entre 0° et -80° de I(Ejgtlraetg:de; ;g?; Ente 0° et +80° de | Entre 0° et -80° | Entre 0° et -80° Entre 0° et +80° Entre 0° et -80°
~ latitude sud latitude sud latitude nord de latitude sud de latitude sud de latitude nord de latitude sud
one
d’application | Entre 132° et 138° | Entre 138° et 144° Egtéelfr? |teut dGeG Entre 48° et 55° | Entre 66° et 72° | Entre 42° et 48° | Entre 54° et60° | Entre 54° et 60°
de longitude est de longitude est ougst de longitude ouest | de longitude est | de longitude est | de longitude ouest | de longitude est
Martinique,
L Guadeloupe, A
Te”'to”fe Terre Adélie Terre Adelie Saint-Martin et Guyar_1e Tles Kerguelen Mayotte Salnt.-P|erre-et- La Réunion
concerne Saint- francaise Miquelon
Barthélémy
Repér CSG 1967 Kerguelen
ré?‘gieflcize (IGN 1995) Ko SPM 1950
géodésique RGTAAFQO7 RGTAAFQ7 Tous Tous RGR92
. RGSPM
associé RGFG95 RGTAAFQ7 GSPMO6
Latitude 0° 0° 0° 0° 0° 0° 0° 0°
origine
Longitude
Origine Ou o o o o o o o o
sridien +135° (est de +141° (est de -63 ° (ouest de -51 ° (ouest de +69° (est de +45° (est de -57° (ouest de +57 ° (est de
meri Greenwich) Greenwich) Greenwich) Greenwich) Greenwich) Greenwich) Greenwich) Greenwich)
central de la
projection
Eo 500 000 m 500 000 m 500 000 m 500 000 m 500 000 m 500 000 m 500 000 m 500 000 m
No 10 000 000 m 10 000 000 m Om Om 10 000 000 m 10 000 000 m Om 10 000 000 m
ko 0.9996 0.9996 0,9996 0,9996 0.9996 0.9996 0,9996 0.9996
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Cas particulier de la Guyane frangaise

En théorie la Guyane francaise s’etend sur deux fuseaux UTM : le fuseau 21 et le
fuseau 22. Pour des raisons de commodité, I’lGN recommande I’utilisation du
seul fuseau 22 étendu, ce qui oblige a utiliser des formules a un développement
limité d’ordre supérieur aux formules usuelles.

Projection Gauss-Laborde Réunion

Cette projection cylindrique locale conforme a été adoptée pour le calcul de la
triangulation exécutée par I’lGN en 1948 ainsi que pour I’établissement de la carte au
1 :50000 correspondante. C’est une double projection conforme :

1) de I’ellipsoide international sur la sphére de courbure moyenne pour la latitude de
21° 07’ Sud.

2) de la sphere sur le plan sans coefficient de réduction d’échelle.

Constantes de la représentation :

Gauss Laborde

Zone d’application lle de la Réunion
Ellipsoide International (Hayford 1909)
Latitude origine 21°07°S
Longitude origine 55° 32’ E
Eo 160 000 m
No 50 000 m
ko 1

Elle est associée au repere de référence géodésique « Réunion - Piton des neiges
(IGN 1949) »

Les formules sont publiées sur le site de I’IGN :

https://geodesie.ign.fr/contenu/fichiers/documentation/algorithmes/notice/NTG 73.pdf

Elles ne sont pas décrites ici car seuls les anciens reperes de référence géodésique
sont associes a cette projection. Le nouveau repere de référence geodesique RGR92
utilise la projection UTM.,
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REPRESENTATIONS STEREOGRAPHIQUES

Un seul territoire francais, la Terre-Adélie (en Antarctique), utilise ce type de

projection.

Projection Stéréographique Polaire Sud Terre-Adélie

La projection stéréographique polaire sud Terre-Adélie a été spécialement définie

pour ce territoire.

Toutes les anciennes triangulations sont associées a cette projection.

Deux définitions (équivalentes) existent :

Définition « sécante »

Définition « tangente »
avec facteur d’échelle

Zone d’application

0° a -80° de latitude sud

0° a -80° de latitude sud

Latitude origine 90° sud 90° sud
Longitude origine ou

méridien central de la 140° est 140° est
projection

Eo 300 000 m 500 000 m
No 200 000 m -2 299 363.482 m
ko - 0.960272946
Latitude du parallele

d’échelle conservée 67° sud -

(automécoique)

Formulaire

Les formules sont publiées sur le site de I’IGN :

http ://geodesie.ign.fr/contenu/fichiers/documentation/algorithmes/alg0069.pdf et
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http://geodesie.ign.fr/contenu/fichiers/documentation/algorithmes/alg0069.pdf

http://geodesie.ign.fr/contenu/fichiers/documentation/algorithmes/alg0070.pdf

Elles ne sont pas décrites ici car seuls les anciens reperes de référence géodésique
sont associés a cette projection. Le nouveau repére de référence géodesique
RGTAAFQ7 utilise la projection UTM.

LE MOT DE LA FIN

« Observons un planisphere réalisé selon la méthode de Gerhard de Kremer :
I’Islande y occupe une place de choix, visiblement plus grande qu’un pays comme la
Cote d’lvoire alors qu’elle est en réalité trois fois plus petite ; la Norvége occupe sur
le papier un espace supérieur au Pérou, pourtant beaucoup plus grand. Le plus
impressionnant reste la taille phénomenale affichée par le Groenland, plus généreuse
que I’ensemble de I’Amérique du Sud, quand sa superficie réelle est huit fois
inférieure a celle-ci !

Cette disproportion n’a pas empéché le systeme de connaitre a terme un succes fou,
au point d’influencer toute la cartographie moderne. Ceci pour la simple raison que la
trouvaille de Mercator arrive a point nomme, en pleine période d’expansion maritime,
et permet aux pilotes et aux explorateurs un moyen plus commode d’appréhender
I’espace et de tracer leurs routes.

Depuis que la Terre est ronde et que les cartographes s’échinent a la représenter sur le
papier®, ils butent tous sur le méme probléme : comment reproduire & plat une sphére
(qui par définition n’est pas une surface développable) sans trahir la réalité ? 1l n’y a,
hélas, aucune réponse satisfaisante, ca ne marche tout simplement pas. Ce déprimant
constat etant posé, la tache des scientifiques consiste, depuis deux millénaires, a
imaginer la moins mauvaise solution. D’ou une quéte sans fin, celle de la projection
optimale, sinon idéale... »

Extrait de « Trouver le nord » par Olivier Le Carrer [7]

Ceci est toujours vrai pour les représentations sur un écran d’ordinateur ou de smartphone...
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